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« . . .il nous faut être très prudent quant à la phraséologie d’une déclaration quelconque concernant le
comportement des particules atomiques. »

Werner Heisenberg [1]

On propose ici une démonstration mathématique de l’inégalité de Heisenberg 1.

1 Démonstration

La démonstration proposée ci-dessous nécessite seulement de savoir ce qu’est précisément la quantité de mou-
vement en mécanique ondulatoire ; la transformation de Fourier 2 n’y apparait pas explicitement.

1.1 Opérateur impulsion

En mécanique quantique, les « observables » physiques sont représentées par des « opérateurs » qui forment une
algèbre non-commutative. Ceci signifie que le produit de deux opérateurs est lui-même un autre opérateur, qui dé-
pend en général de l’ordre dans lequel le produit a été effectué.

Par exemple, pour une particule non-relativiste à une dimension d’espace, l’opérateur position x̂ et l’opérateur
impulsion p̂ vérifient la relation de commutation canonique de Born, Heisenberg, Jordan (1925) :

[
x̂, p̂

] def= x̂ p̂ − p̂ x̂ = i ℏ 1̂ (1.1)

où 1̂ est l’opérateur identité. Cette relation de commutation canonique de Born, Heisenberg, Jordan peut être prise
comme l’un des postulats de la mécanique quantique.

Dans le cadre de la mécanique ondulatoire du programme de PC, on vérifie aisément que les représentations
suivantes conviennent :

x̂ψ(x, t ) = xψ(x, t ) (1.2)

p̂ψ(x, t ) = − i ℏ
∂ψ(x, t )

∂x
(1.3)

Exercice : calculer successivement : x̂ p̂ψ(x, t ), puis : p̂ x̂ψ(x, t ). En déduire que :
[
x̂, p̂

]
ψ(x, t ) = i ℏψ(x, t ).

1. Sur la dénomination « principe d’incertitude », lire e.g. [2].
2. Rappelons que la transformation de Fourier est hors programme en CPGE, et que même les simples « séries de Fourier » ont totalement

disparues de nouveaux programmes de mathématiques (y compris dans la filière MP).
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PC⋆ Caen

1.2 Démonstration de l’inégalité de Heisenberg

Pour démontrer l’inégalité de Heisenberg, on considère que ces deux opérateurs sont centrés, i.e. de moyenne
nulle 3 :

〈 x̂ 〉 =
∫ +∞

−∞
ψ(x, t )

[
x̂ψ(x, t )

]
dx =

∫ +∞

−∞
x

∣∣ψ(x, t )
∣∣2 dx = 0 (1.4)

〈
p̂

〉 =
∫ +∞

−∞
ψ(x, t )

[
p̂ψ(x, t )

]
dx = − i ℏ

∫ +∞

−∞
ψ(x, t )

∂ψ(x, t )

∂x
dx = 0 (1.5)

On introduit alors une intégrale dépendant d’un paramètre réel λ :

I (λ) =
∫ +∞

−∞

∣∣∣∣ x ψ + λ
∂ψ

∂x

∣∣∣∣2

dx (1.6)

On développe l’intégrande, puis on effectue quelques intégrations par parties (en se souvenant que la fonction d’onde
et ses dérivées doivent s’annuler à l’infini pour pouvoir normaliser la densité de probabilité de présence). On obtient
finalement un polynôme du second degré en λ qui contient les deux valeurs quadratiques moyennes :

I (λ) = 〈
x̂2 〉 − λ + λ2

ℏ2

〈
p̂2 〉

(1.7)

Exercice : développer l’intégrande et effectuer les intégrations par parties qui permettent de passer de la
définition (1.6) à l’expression (1.7).

Or l’intégrande étant toujours positif, l’intégrale l’est aussi : I (λ) ≥ 0. Le polynôme ne peut donc avoir de racines
réelles distinctes, ce qui impose que son discriminant vérifie : ∆ ≤ 0. On calcule facilement :

∆ = 1 − 4

ℏ2

〈
x̂2 〉 〈

p̂2 〉
(1.8)

d’où : 〈
x̂2 〉 〈

p̂2 〉 ≥ ℏ2

4
(1.9)

Comme les opérateurs sont centrés, on a pour les variances :

(∆x)2 def= 〈
x̂2 〉 − 〈 x̂ 〉2 = 〈

x̂2 〉
(1.10)

(∆p)2 def= 〈
p̂2 〉 − 〈

p̂
〉2 = 〈

p̂2 〉
(1.11)

On obtient finalement l’inégalité de Heisenberg pour les écarts-types :

∆x × ∆p ≥ ℏ
2

(1.12)

Saturation de l’inégalité de Heisenberg

La « saturation » de l’inégalité de Heisenberg correspond au cas où l’inégalité (1.12) atteint sa borne inférieure et
se réduit à une égalité. Ceci correspond au cas où : I (λ) = 0, ce qui se produit lorsque la fonction d’onde ψ(x, t ) vérifie
l’équation aux dérivées partielles suivante :

x ψ + λ
∂ψ

∂x
= 0 (1.13)

Exercice : pour un état stationnaire : ψ(x, t ) = ϕ(x) g (t ), montrer que l’amplitude spatiale ϕ(x) est une
gaussienne, pour laquelle on exprimera le paramètre λ en fonction de la dispersion ∆x.

3. On peut toujours se ramener à ce cas au moyen d’une translation où l’on soustrait la valeur moyenne si elle est non-nulle ; on vérifie facile-
ment que les opérateurs centrés vérifient la même relation de commutation canonique que les originaux.
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2 Compléments (hors programme)

2.1 Introduction de la transformation de Fourier spatiale

2.1.1 Définition de la transformation de Fourier spatiale

Notons φ(p, t ) la transformée de Fourier de la fonction d’onde ψ(x, t ) par rapport à l’espace :

φ(p, t ) = 1p
2πℏ

∫ +∞

−∞
ψ(x, t ) exp

[
− i p x

ℏ

]
dx (2.1)

La relation inverse s’écrit :

ψ(x, t ) = 1p
2πℏ

∫ +∞

−∞
φ(p, t ) exp

[
+ i p x

ℏ

]
dp (2.2)

La normalisation de ψ(x, t ) entraine 4 celle de φ(p, t ) :∫ +∞

−∞

∣∣φ(p, t )
∣∣2 dp = 1 (2.3)

Ainsi,
∣∣φ(p, t )

∣∣2 peut être considérée comme une densité de probabilité pour l’impulsion : la quantité
∣∣φ(p, t )

∣∣2 dp
représente la probabilité élémentaire de trouver la valeur de l’impulsion dans l’intervalle [p, p +dp] à l’instant t . On
peut l’utiliser pour calculer les premiers moments de la distribution de l’opérateur quantité de mouvement :

〈
p̂

〉 =
∫ +∞

−∞
p

∣∣φ(p, t )
∣∣2 dp (2.4)

〈
p̂2 〉 =

∫ +∞

−∞
p2 ∣∣φ(p, t )

∣∣2 dp (2.5)

2.1.2 Opérateurs position et impulsion

Lorsque l’état quantique du système est précisé par la fonction φ(p, t ), définissons l’opérateur position x̂ et l’opé-
rateur impulsion p̂ par les nouvelles représentations suivantes :

p̂φ(p, t ) = pφ(p, t ) (2.6)

x̂φ(p, t ) = + i ℏ
∂φ(p, t )

∂p
(2.7)

Ces nouveaux opérateurs vérifient également la relation de commutation canonique de Born, Heisenberg, Jordan
(1925) : [

x̂, p̂
] = i ℏ 1̂ (2.8)

Exercice : calculer : x̂ p̂φ(p, t ), puis : p̂ x̂φ(p, t ). En déduire que :
[
x̂, p̂

]
φ(p, t ) = i ℏφ(p, t ).

Le calcul des deux premiers moments de l’opérateur position x̂ s’effectue à l’aide des formules suivantes :

〈 x̂ 〉 =
∫ +∞

−∞
φ(p, t )

[
x̂φ(p, t )

]
dp = + i ℏ

∫ +∞

−∞
φ(p, t )

∂φ(p, t )

∂p
dp (2.9a)

〈
x̂2 〉 =

∫ +∞

−∞
φ(p, t )

[
x̂2φ(p, t )

]
dp = −ℏ2

∫ +∞

−∞
φ(p, t )

∂2φ(p, t )

∂p2 dp (2.9b)

4. En mathématiques, c’est la théorème de Plancherel-Parseval.
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2.2 Forme générale de l’inégalité de Heisenberg

2.2.1 Inégalité de Robertson (1929)

Soient Â et B̂ deux opérateurs hermitiens 5. Leur commutateur est en général non-nul ; on montre qu’il peut alors
s’écrire : [

Â, B̂
] = i Ĉ (2.10)

où Ĉ est un troisième opérateur hermitien. Par exemple, la relation de commutation canonique (2.8) de Heisenberg,
Born, Jordan correspond au cas particulier où : Ĉ = ℏ 1̂.

Soient alors ∆a et ∆b les écarts-types des opérateurs Â et B̂ dans l’état quantique ψ(x, t ). On montre l’inégalité de
Robertson 6 [3] :

∆a × ∆b ≥ 1

2

〈
Ĉ

〉
(2.11)

où la moyenne est calculée pour le même l’état quantique ψ(x, t ) :

〈
Ĉ

〉 =
∫ +∞

−∞
ψ(x, t )

[
Ĉ ψ(x, t )

]
dx (2.12)

L’inégalité (1.12) précédente correspond au cas particulier où : Ĉ = ℏ 1̂, avec :
〈
1̂
〉= 1 quel que soit l’état quantique ψ.

Commentaires

Il est essentiel de voir que la borne inférieure de l’inégalité de Robertson dépend en général de l’état quantique
pour lequel est calculée la moyenne du commutateur.

Considérons par exemple l’opérateur vectoriel « moment cinétique 7 », dont les composantes cartésiennes sont :

L̂x = − i ℏ
[

y
∂

∂z
− z

∂

∂y

]
(2.13a)

L̂y = − i ℏ
[

z
∂

∂x
− x

∂

∂z

]
(2.13b)

L̂z = − i ℏ
[

x
∂

∂y
− y

∂

∂x

]
(2.13c)

On montre les relations de commutations suivantes 8 :[
L̂x , L̂y

] = i ℏ L̂z (2.14a)[
L̂y , L̂z

] = i ℏ L̂x (2.14b)[
L̂z , L̂x

] = i ℏ L̂y (2.14c)

On considère l’opérateur L̂2 défini par la somme des carrés des trois opérateurs composantes :

L̂2 def= L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z (2.15)

On montre que les deux opérateurs L̂2 et L̂z commutent : il est alors possible de trouver des états propres communs à
ces deux opérateurs.

Pour cela, il est commode d’introduire un système de coordonnées sphériques (r,θ,ϕ) d’origine O. On appelle
« harmoniques sphériques » Yℓ,m(θ,ϕ) les états propres communs des deux opérateurs L̂2 et L̂z :

L̂z Yℓ,m(θ,ϕ) = m ℏ Yℓ,m(θ,ϕ) (2.16a)

L̂2 Yℓ,m(θ,ϕ) = ℓ (ℓ+1) ℏ2 Yℓ,m(θ,ϕ) (2.16b)

ℓ désigne un entier positif : ℓ ∈N, et m un autre entier compris entre −ℓ et +ℓ. Ainsi, pour un entier ℓ fixé, le nombre
entier m peut prendre (2ℓ+1) valeurs distinctes.

5. On a : Â† = Â et : B̂† = B̂ . Un opérateur hermitien possède toujours des valeurs propres réelles, c’est la raison pour laquelle les « observables »
physiques sont usuellement représentées par ce type d’opérateur. Pour une définition mathématique précise de l’hermiticité et de la notation Â†,
cf. e.g. le TD X-ENS sur le hamiltonien disponible sur : www.laphyth.org

6. Howard Percy Robertson (1903-1961), mathématicien et cosmologiste américain.
7. Sur l’opérateur moment cinétique, cf. le TD X-ENS disponible sur www.laphyth.org
8. Born, Heisenberg et Jordan - 16 novembre 1925.
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Comme état quantique normalisé dans R3, Condon 9 adopte l’expression suivante [4] :

ψ(r,θ,ϕ) = f (r ) × Yℓ,m(θ,ϕ) (2.17)

où f (r ) est une fonction purement radiale (dont l’expression n’a pas besoin d’être précisée ici). Il est alors possible de
montrer que :

〈
L̂x

〉 = 0, et :
〈

L̂y
〉 = 0

Par ailleurs, les écarts-types ont pour expressions [3] :

∆Lx = ∆Ly =
√

1

2

[
ℓ (ℓ+1) − m2

]
ℏ (2.18a)

∆Lz = 0 (2.18b)

On observe par exemple que le commutateur (2.14a) n’est jamais nul. En revanche :

— dans l’état quantique (ℓ= 0,m = 0), tous les écarts-types sont nuls. On a :
〈

L̂z
〉 = 0.

— dans un état quantique (ℓ ̸= 0,m = 0), on a :

∆Lx = ∆Ly =
√

1

2
ℓ (ℓ+1) ℏ =⇒ ∆Lx × ∆Ly = 1

2
ℓ (ℓ+1) ℏ2 (2.19)

Or, on a toujours :
〈

L̂z
〉 = 0, donc la valeur moyenne du commutateur (2.14a) est nulle, et la borne inférieure

de Robertson est identiquement nulle !

2.2.2 Inégalité de Schrödinger (1930)

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient a⃗ et b⃗ deux vecteurs ordinaires (réels). On sait que leur produit scalaire peut s’écrire :〈
a⃗
∣∣∣⃗b〉

def= a⃗ · b⃗ = ∥a⃗∥
∥∥∥⃗b

∥∥∥ cosθ (2.20)

où θ est l’angle formé entre les deux vecteurs. Comme : cosθ ≤ 1, on a l’inégalité :〈
a⃗
∣∣∣⃗b〉

≤ ∥a⃗∥
∥∥∥⃗b

∥∥∥ (2.21)

Ce résultat peut être généralisé pour des vecteurs complexes (notés sans flèches) sous la forme :∣∣ 〈
χ
∣∣ϕ〉 ∣∣2 ≤ ∥∥ϕ∥∥2 ∥∥χ∥∥2 (2.22)

Inégalité de Schrödinger (1930)

Soient Â et B̂ deux opérateurs hermitiens (Â† = Â et B̂ † = B̂) supposés provisoirement centrés, et soit
∣∣ψ〉

un
vecteur d’état quantique donné. On considère les deux vecteurs d’états suivants :∣∣ϕ〉 def= Â

∣∣ψ〉
et :

∣∣χ〉 def= B̂
∣∣ψ〉

(2.23)

auxquels on applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz (2.22). Pour cela, on calcule :∥∥∣∣ϕ〉∥∥2 = 〈
ϕ

∣∣ϕ〉 =
( 〈
ψ

∣∣ Â†
) (

Â
∣∣ψ〉 ) Â†=Â= 〈

ψ
∣∣ Â2 ∣∣ψ〉 = 〈

Â2 〉
(2.24a)

∥∥∣∣χ〉∥∥2 = 〈
χ
∣∣χ〉 =

( 〈
ψ

∣∣ B̂ †
) (

B̂
∣∣ψ〉 ) B̂ †=B̂= 〈

ψ
∣∣ B̂ 2 ∣∣ψ〉 = 〈

B̂ 2 〉
(2.24b)

〈
χ
∣∣ϕ〉 =

( 〈
ψ

∣∣ B̂ †
) (

Â
∣∣ψ〉 ) = 〈

ψ
∣∣ B̂ Â

∣∣ψ〉 = 〈
B̂ Â

〉
(2.24c)

Sachant que :
∣∣z∣∣2 = z z, on peut écrire :∣∣ 〈

Â B̂
〉 ∣∣2 = 〈

Â B̂
〉 × 〈

Â B̂
〉 = 〈

B̂ Â
〉 × 〈

Â B̂
〉

(2.25)

9. Edward Condon (1902-1974), physicien américain.
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz (2.22) peut donc se réécrire :〈
Â2 〉 × 〈

B̂ 2 〉 ≥ ∣∣ 〈
Â B̂

〉 ∣∣2
(2.26)

Schrödinger remarque que l’on peut toujours écrire un produit comme la somme d’un terme symétrique et d’un
terme anti-symétrique :

Â B̂ = 1

2

(
Â B̂ + B̂ Â

) + 1

2

(
Â B̂ − B̂ Â

)
(2.27)

La dernière parenthèse fait apparaitre le commutateur des deux opérateurs. Le première parenthèse est appelée anti-
commutateur, et traditionnellement notée à l’aide d’accolades 10 :{

Â, B̂
} def= Â B̂ + B̂ Â (2.28)

Nous pouvons donc écrire :

Â B̂ = 1

2

{
Â, B̂

} + 1

2

[
Â, B̂

]
(2.29)

Par linéarité de la moyenne, on obtient :〈
Â B̂

〉 =
〈

1

2

{
Â, B̂

} + 1

2

[
Â, B̂

]〉
= 1

2

〈{
Â, B̂

}〉 + 1

2

〈[
Â, B̂

]〉
(2.30)

En inversant Â et B̂ , on obtient : 〈
B̂ Â

〉 = 1

2

〈{
B̂ , Â

}〉 + 1

2

〈[
B̂ , Â

]〉
(2.31)

Or, l’anti-commutateur est symétrique et le commutateur est anti-symétrique ; on peut donc écrire :〈
B̂ Â

〉 = 1

2

〈{
Â, B̂

}〉 − 1

2

〈[
Â, B̂

]〉
(2.32)

Des expression (2.30) et (2.32), on déduit que leur produit s’écrit :∣∣ 〈
Â B̂

〉 ∣∣2 = 1

4

〈{
Â, B̂

}〉2 − 1

4

〈[
Â, B̂

]〉2
(2.33)

En utilisant finalement (2.10) pour le commutateur, on obtient l’inégalité de Schrödinger :〈
Â2 〉 × 〈

B̂ 2 〉 ≥ 1

4

〈{
Â, B̂

}〉2 + 1

4

∣∣ 〈[
Â, B̂

]〉 ∣∣2
(2.34)

Lorsque les opérateurs Â et B̂ ne sont pas centrés, il suffit d’introduire les opérateurs centrés Ã et B̃ définis par :

Ã
def= Â − 〈

Â
〉

(2.35a)

B̃
def= B̂ − 〈

B̂
〉

(2.35b)

Un calcul sans difficulté montre que le commutateur est invariant, alors que l’anti-commutateur devient :[
Ã, B̃

] = [
Â, B̂

]
(2.36a){

Ã, B̃
} = {

Â, B̂
} − 2

[
Â

〈
B̂

〉 + B̂
〈

Â
〉 − 〈

Â
〉 〈

B̂
〉 ]

(2.36b)

La valeur moyenne de l’anti-commutateur vaut donc :〈{
Ã, B̃

}〉 = 〈{
Â, B̂

}〉 − 2
〈

Â
〉 〈

B̂
〉

(2.37)

On obtient l’expression générale de l’inégalité de Schrödinger pour les variances [5, 6] :

(∆a)2 × (∆b)2 ≥
(

1

2

〈{
Â, B̂

}〉 − 〈
Â

〉 〈
B̂

〉)2

+ 1

4

∣∣ 〈[
Â, B̂

]〉 ∣∣2
(2.38)

Commentaires

La borne inférieure de l’inégalité de Schrödinger est toujours supérieure ou égale à celle obtenue par Robertson.
L’inégalité de Schrödinger (2.38) se réduit à celle de Robertson (2.11) lorsque la parenthèse de (2.38) est nulle, soit :〈{

Â, B̂
}〉 = 2

〈
Â

〉 〈
B̂

〉
(2.39)

10. Lorsque les opérateurs Â et B̂ sont hermitiens, leur anti-commutateur est lui-aussi un opérateur hermitien.
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2.3 La relation temps-énergie

2.3.1 Introduction

On trouve dans la littérature une « relation temps-énergie » écrite sous la forme :

∆E × ∆t ≥ ℏ
2

(2.40)

Le statut précis de cette relation n’est pas élémentaire. En effet, si l’énergie du système physique considéré est bien
caractérisée par l’opérateur hamiltonien, dont il est possible de définir proprement la dispersion statistique ∆E dans
un état quantique ψ(x, t ) donné, il n’existe pas d’opérateur temps en physique quantique 11, de telle sorte qu’il faut
beaucoup de soin pour préciser le sens de la durée ∆t (cf. le paragraphe 2.3.2).

Prenant le cas d’un système isolé (dont l’énergie est conservée), Landau aimait faire la remarque suivante : « Il n’y
a pas de limitation! Je peux mesurer l’énergie et regarder ma montre ; je connais alors à la fois l’énergie et le temps. »
[10].

État propre de l’énergie

Soit ψn(x) un état propre de l’énergie :
Ĥ ψn(x) = En ψn(x) (2.41)

Dans cet état quantique, on a : 〈
Ĥ

〉 = En (2.42)〈
Ĥ 2 〉 = E 2

n (2.43)

de telle sorte que la dispersion en énergie est nulle : ∆E = 0. Rappelons que l’évolution temporelle d’un état station-
naire est de la forme :

ψn(x, t ) = ψn(x) exp

[
− i E t

ℏ

]
(2.44)

Ainsi, la densité de probabilité de présence ne dépend pas du temps :∣∣ψn(x, t )
∣∣2 = ∣∣ψn(x)

∣∣2 (2.45)

11. Plus précisément, il n’existe pas d’opérateur temps canoniquement conjugué au hamiltonien, i.e. un opérateur T̂ qui obéirait à la relation de
commutation canonique :

[
Ĥ , T̂

] = i ℏ 1̂, relation quantique « naturelle » eu égard à la relation similaire qui existe en mécanique classique (dans
le formalisme hamiltonien, le commutateur est remplacé par le crochet de Poisson). Ce résultat est connu sous le nom de « théorème de Pauli »
(1933) : « any attempt of introducing time as an operator in quantum mechanics must be fundamentally abandoned, and that the time t in quantum
mechanics has to be regarded as an ordinary number » ; cf. [7] p. 63. Pour une analyse critique du théorème de Pauli, cf. e.g. [8, 9].
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Utilisation en physique des particules

Dans un article publié en 1972 en hommage à Dirac [11], Eugene Wigner écrit que la relation (2.40) est usuellement
appliquée dans un cas bien précis, pour relier la durée de vie finie d’une « résonance 12 » à sa largeur finie en énergie.

Illustrons cette utilisation avec le boson-vecteur Z0, médiateur de l’interaction nucléaire faible. On montre ci-
dessous quelque données expérimentales fournies par ATLAS 13 correspondant à la formation, puis la désintégration
d’un boson Z0 en une paire de lepton/anti-lepton (électron ou muon).

(a) La résonance (∗) représente le méson J/ψ formé d’une
paire de quarks c c. La résonance (∗∗) représente le mé-
son Υ (upsilon) formé d’une paire de quarks b b.

(b) Zoom sur l’intervalle de 75 Gev à 105 Gev

FIGURE 2.1 – Spectre de masse. En abscisse, énergie de masse au repos (E = M c2), appelée « masse invariante ». En
ordonnée, les histogrammes du nombre d’évènement mesurés sont normalisés pour que l’aire sous la courbe soit
égale à l’unité. En rouge : canal de désintégration Z0 → µ+ + µ−. En bleu : canal de désintégration Z0 → e+ + e−
(figures extraites de [12])

La meilleure analyse des données expérimentales disponibles en 2018 conduit aux estimations suivantes 14 [13] :

E = M c2 ≈ 91187.6 ± 2.1 MeV (2.46a)

Γ = ∆E ≈ 2495.2 ± 2.3 MeV (2.46b)

On en déduit la durée de vie moyenne du boson-vecteur Z0 :

τ ∼ ℏ
Γ

∼ 2.5 10−25 s (2.47)

12. En physique des particules, une résonance est la trace expérimentale d’une particule instable de très courte durée de vie.
13. ATLAS est le nom de l’un des quatre détecteurs du LHC (Large Hadron Collider), le « grand collisionneur de hadrons » situé au CERN à Genève;

cf. e.g. : https://home.cern/fr/science/accelerators/large-hadron-collider.
14. Γ est la notation traditionnellement utilisée en physique des particules pour représenter la largeur ∆E de la résonance. Les données expéri-

mentales de la résonance sont ajustées par une courbe continue, dite courbe de Breit-Wigner. On rappelle que : 1 eV ≈ 1.6 10−19 J
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2.3.2 L’inégalité temps-énergie de Mandelshtam et Tamm (1945)

Le théorème de Heisenberg

Soit Â un opérateur hermitien, et un état quantique ψ(x, t ). Le théorème de Heisenberg décrit l’évolution tempo-
relle de la valeur moyenne

〈
Â

〉
de cet opérateur dans l’état quantique ψ(x, t ) :

d
〈

Â
〉

d t
= 1

i ℏ
〈 [

Â, Ĥ
] 〉 +

〈
∂Â

∂t

〉
(2.48)

Ĥ est l’opérateur hamiltonien du système physique. Lorsque l’opérateur Â ne dépend pas explicitement du temps, la
dernière dérivée partielle est nulle, et le théorème de Heisenberg se réduit à :

d
〈

Â
〉

d t
= 1

i ℏ
〈 [

Â, Ĥ
] 〉

(2.49)

de telle sorte que la valeur moyenne du commutateur peut s’écrire :

〈 [
Â, Ĥ

] 〉 = i ℏ
d

〈
Â

〉
d t

(2.50)

Inégalité temps-énergie via Robertson

Soit∆a la dispersion statistique de l’opérateur Â dans l’état quantiqueψ(x, t ). Appliquons l’inégalité de Robertson
(2.11) aux deux opérateurs Â et Ĥ , dont la dispersion statistique est ∆E :

∆a × ∆E ≥ 1

2

∣∣ 〈 [
Â, Ĥ

] 〉 ∣∣ (2.51)

D’après le théorème de Heisenberg (2.50), on peut écrire lorsque l’opérateur Â est supposé indépendant du temps :

∆a × ∆E ≥ ℏ
2

∣∣∣∣∣ d
〈

Â
〉

d t

∣∣∣∣∣ (2.52)

Définissions alors la durée caractéristique ∆tA d’évolution de la valeur moyenne
〈

Â
〉

par :

∆tA
def= ∆a∣∣∣∣∣ d

〈
Â

〉
d t

∣∣∣∣∣
(2.53)

L’inégalité de Robertson se réécrit sous la forme de Mandelshtam 15 et Tamm 16 [14, 15] :

∆tA × ∆E ≥ ℏ
2

(2.54)

Démonstration du théorème de Heisenberg

On écrit :

d
〈

Â
〉

d t
= d

d t

〈
ψ(t )

∣∣ Â(t )
∣∣ψ(t )

〉 =
(

d
〈
ψ(t )

∣∣
d t

)
Â(t )

∣∣ψ(t )
〉 + 〈

ψ(t )
∣∣ ∂Â(t )

∂t

∣∣ψ(t )
〉 + 〈

ψ(t )
∣∣ Â(t )

(
d

∣∣ψ(t )
〉

d t

)
(2.55)

Pour le dernier terme, on utilise l’équation de Schrödinger :

d
∣∣ψ(t )

〉
d t

= 1

i ℏ
Ĥ

∣∣ψ(t )
〉

(2.56)

Pour le premier terme, on utilise le conjugué hermitique de (2.56) et le caractère hermitien du hamiltonien (Ĥ† = Ĥ) :

d
〈
ψ(t )

∣∣
d t

= − 1

i ℏ
〈
ψ(t )

∣∣ Ĥ† = − 1

i ℏ
〈
ψ(t )

∣∣ Ĥ (2.57)

15. Leonid I. Mandelshtam (1879-1944), physicien soviétique.
16. Igor Y. Tamm (1895-1971), physicien soviétique, colauréat (avec Ilia Frank et Pavel Tcherenkov) du prix Nobel de physique de 1958 « pour la

découverte et l’interprétation de l’effet Cherenkov ».
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