Michel Antoine, Ph.D. CAEN
PHYSIQUE THEORIQUE NORMANDIE

[Formulaire d’analyse vectorielle dans [R?’]

Relations intrinseques

1 Identités fondamentales

ﬁgrad =0 et: divrot = 0 (1.1
A = div grad et: | A = grad div — rot rot (1.2)

2 Formules diverses

div(fA) = (grad f)- A + fdiv A 2.1a)
rot (fA) = (grad )N A + frot A 2.1b)
div(AAB) = B-tot A — A-rot B 2.1¢)
tot (ANB) = AdivB + (B-V)A - BdivA - (A-V) B 2.1d)
grad (A-B)= AntotB +(B-V)A+BATotA+ (A-V)B 2.1€)

3 Formules intégrales

Dans ces formules, Q, désigne génériquement un domaine a d dimensions! inclu dans R3.
La notation formelle 0Q; désigne le bord orienté (ou frontiére) du domaine Q,; c’est un objet de
dimension d—1. Lorsque d = 2, les orientations obéissent a la «regle du tire-bouchon » de Maxwell.
Lorsque d = 3, la surface fermée 0023 est orientée vers I'extérieur.

3.1 Formule de Green-Ostrogradsky

#Z(M)-CTS = ff divA (M) dt (3.2)
0Q3 Q3

1. On se limite ici aux cas d = 2 ou 3. La formule de Stokes qui correspondrait au cas d = 1 est simplement le
«théoreme fondamental du calcul » donnant 'intégrale d'une différentielle le long d'un arc AB :

f AfM) = F(B) - f(A) 3.1
AB
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3.2 Formule de Stokes-Ampere

/

0Q

AM)-dM = ffr_’mZ(Myﬁ
Q>

3.3 Remarque: le théoreme de Stokes

(3.3)

Le théoréeme de Stokes (HP) est une formule générale qui contient les différentes formules (Green-

Ostrogradsky, Stokes-Ampere, théoreme fondamental du calcul) comme cas particuliers ~.

3.4 Formules dérivées

3.4.1 Formule du gradient

3.4.2 Formule du rotationel

2

#de:[lf! grad f dt

0Q3

#d—s'm:fffﬁzm

Q3 Qs

3.4.3 Formule de Stokes-Kelvin

ffdM:ide/\gradf

0Q;

3.4.4

0Q3

3.4.5

Premiere formule de Green
# fgradg-c?S) = fff [ng + grad f-grad g | dt
Q3

Deuxiéme formule de Green

ff [ng—gAf]dT=#[f@g—g@f .d$
Qs

0Q3

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

2. Laformule de Stokes s’écrit dans le langage mathématique des formes différentielles. 1l est possible d’en donner
une présentation accessible au niveau bac+2 sil’on se restreint aux coordonnées cartésiennes; cf. e.g. Jacques Dixmier,
Cours de mathématiques du premier cycle — 2eme année, Gauthier-Villars (1977), ISBN 2-04-001227-3. Le théoreme de
Stokes s’étend a R” et aux « variétés différentielles » de dimension n.
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Coordonnées usuelles

4 Coordonnées cartésiennes (x, y, z)

9
_ |
Opérateur nabla : V = ay (4.1)
o
0z
— - of . of . of .
grad f(M) = V f(M)| = £UX+0_j;uy+0_]zcuz (4.2)
< —| _of of of
AfM = VfM)-dM| = = dx + 5y dy + =~ dz 4.3)

. — = = 0A, O0Ay 0A,
divAM) = V- AWM)| = + + (4.4)
0x o0y 0z

—— — [ 0A, 04,
ot AMM) = VAAM)| = - — "
oy 0z
0Ay 0A;] .
- 4.5
9z ox | (4.5)
aAJ’ _ 0Ay ] -
0x 0y “

Laplacien scalaire : Af = divgrad f = V.V f = Vf
2 2 2 (4.6)
= i + i + or
ox*  8y*  087°

Laplacien vectoriel : AZ(M) = (AAy) Uiy + (AA)) Ty + (AAY) U, 4.7)

ol : (AA;) estle laplacien scalaire de la composante cartésienne scalaire A; en coordonnées carté-

siennes :
?A;  0%A;  0%A;
AAi = > + > + >
0x oy 0z

(4.8)

5 Coordonnées cylindriques (r,0, z)

— of . 10f . of .

grad f(M) = 0_{ U, + ;% Uy + a—jzc U, (5.1)
= 10(r4,) 104y 0A,

div AM) = — - 5.2
VAM = =5 Y T T ez (5:2)
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WZ(M)—P@AZ—% z
ro “ 170 " ez | Y
+ 04, _ 04, i (5.3)
oz  or | '
.\ 1[0(rAg) 094, ;
r or 40 z
10 ( of 1 0°f 0°f
Af= 299, 29 9T 5.4
f rar(rér)+r2062+az2 64
— Ar 2 aAQ - AH 2 aAT - -
AA = (AA,«) — ? — ﬁ % Ur + (AA@) — 7 + ) 20 Ug + (AAZ) U, (5.5)

6 Coordonnées sphériques (7,0, @)

of . L1of . 1 9f .

d = - — = 6.1
grad f(M) or " r 00 Ho rsinf Op “o (6.1)
= 1 0(r? A;) 1 d(sinf Ap) 1 04,
div A(M) = — + + 6.2
v A(M) 2 or rsin@ 00 rsinf 0d¢ (6.2)
~ rsinf 96 op | "
1] 1 0A, 0(rAy)
2z _ 7 (6.3)
" r [ sinf 0¢ or 1o
N 1 [0(rdg) 0A, i
r| or a0 | 7
1 0°(rf) 1 0 of 1 0f
Af = = —[sinf =% | + ——— — 6.4
I= 57t Zsino 69(Sm 69) r2sin’@ ap? 64
NB Le terme radial se met également sous la forme :
1 0%(r
10°(rf) :ii(ﬂﬁ) (6.5)
ro or? r2 or\  or
- 24, 2 0(Agsinb) 2 04, .
AA = | (AA)) — - -
[( r) r2 r2sin 06 r2sinf o¢ tr
Ap 2 0A, 2cosf 0Ay ] .
+| (AAg) — ——— + = - (6.6)
(A4) r2sin’6  r? 00 r2sin?0 0¢ o
o aay Ay N 2  0A, N 2cosf 0Ap ] .
- i
P r25in20  r2sin@ d¢ = r2sin20 O | 7
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